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МОСКВА - 199  год
Учебные цели:

Дать понятие системы массового обслуживания. Познакомить с характеристиками СМО.  Изучить простейший поток событий и его применение для анализа поведения систем массового обслуживания. Изучить потоки Эрланга. Познакомить студентов с методами применяемыми для анализа СМО

ВРЕМЯ - 2 часа

Учебные вопросы:

1. Предмет теории массового обслуживания.

2. Случайный процесс со счетным множеством состояний.

3. Поток событий.  Простейший поток и его свойства.

4. Закон распределения событий в простейшем потоке.

5. Нестационарный Пуассоновский поток.

6. Поток с ограниченным последействием.

7. Время обслуживания.

8. Марковский случайный процесс.

УЧЕБНЫЙ ВОПРОС №1

Предмет теории массового обслуживания

За последние десятилетия в самых разных областях практики возникла необходимость в решении своеобразных вероятностных задач, связанных с работой так называемых систем массового обслуживания. Примерами таких систем могут служить: телефон​ные станции, ремонтные мастерские, билетные кассы, справочные бюро, парикмахерские и т. п. Каждая такая система состоит из какого-то числа обслуживающих единиц, которые мы будем назы​вать «каналами» обслуживания. В качестве каналов могут фигури​ровать: линии связи; лица, выполняющие те ли иные операции; раз​личные приборы и т. п. Системы массового обслуживания могут быть как одно, так и многоканальными.

Работа любой системы массового обслуживания состоит в выпол​нении, поступающего на нее потока требований или заявок. Заявки поступают одна за другой в некоторые, вообще говоря, случайные, моменты времени. Обслуживание поступившей заявки продолжается какое-то время, после чего канал освобождается и снова готов для приема следующей заявки. Каждая система массового обслуживания, в зависимости от числа каналов и их производительности, обладает  какой-то пропускной способностью, позволяющей ей более или менее успешно справляться с потоком заявок.

Определение 

Предмет теории массового обслуживания — установление зависимости между характером потока заявок, производительностью отдельного канала, числом каналов и успешностью (эффективностью) обслуживания
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В качестве характеристик эффективности обслуживания — в зависимости от условий задачи и целей исследования — могут применяться различные вели​чины и функции, например: 

1. средний процент заявок, получающих отказ и покидающих систему необслуженными; 

2. среднее время «простоя» отдельных каналов и системы в целом; 

3. среднее время ожидании в очереди; 

4. вероятность того, что поступившая заявка немедленно будет принята к исполнению; 

5. закон распределения длины очереди 

6. и т. д. 

Каждая из этих характеристик описывает, с той или другой стороны, степень приспособленности системы к выполнению потока заявок, иными словами — ее пропускную способность.

Под «пропускной способностью» в узком смысле слова обычно понимают среднее число заявок, которое система может обслужить в единицу времени. Наряду с нею часто рассматривают относительную пропускную способность — среднее отношение числа обслуженных заявок к числу поданных. Пропускная способность (как абсолютная, так и относительная) в общем случае зависит не только от пара​метров системы, но и от характера потока заявок. Если бы заявки поступали регулярно, через точно определенные промежутки времени, и обслуживание каждой заявки тоже имело строго определенную длительность, расчет пропускной способности системы не предста​влял бы никакой трудности. На практике обычно моменты поступления заявок случайны; по большей части случайна и длительность обслу​живания заявки. В связи с этим процесс работы системы протекает нерегулярно: в потоке заявок образуются местные сгущения и разре​жения. Сгущения могут привести либо к отказам в обслуживании, либо к образованию очередей. Разрежения могут привести к непроиз​водительным простоям отдельных каналов или системы в целом. На эти случайности, связанные с неоднородностью потока заявок, накладываются еще случайности, связанные с задержками обслужи​вания отдельных заявок. Таким образом, процесс функционирования системы массового обслуживания представляет собой случайный процесс. Чтобы дать рекомендации по рациональной организации системы, выяснить ее пропускную способность и предъявить к ней требования, необходимо изучить случайный процесс, протекающий в системе, и описать его математически. Этим и занимается теория массового обслуживания.

Проблемы, родственные задачам массового обслуживания, постоянно возникают в военном деле. Каналы наведения, линии связи, аэродромы, устройства для сбора и обработки информации представляют собой своеобразные системы массового обслуживания со своим режимом работы и пропускной способностью.

На этом занятии будут изложены некоторые элементарные све​дения по теории массового обслуживания, знание которых необходимо любому инженеру, занимающемуся вопросами в военном деле.

УЧЕБНЫЙ ВОПРОС №2
Случайный процесс со счетным множеством состояний

Случайный процесс, протекающий в системе массового обслужива​ния, состоит в том, что система в случайные моменты времени пере​ходит из одного состояния в другое: меняется число занятых каналов, число заявок, стоящих в очереди, и т. п. Дело в том, что система массового обслуживания представляет собой физическую систему дискретного типа с конечным (или счетным) множеством состояний, а переход системы из одного состояния в другое происходит скачком, в момент, когда осу​ществляется какое-то событие (приход новой заявки, освобождение канала, уход заявки из очереди и т. п.).

Рассмотрим физическую систему 
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 со счетным множеством со​стояний
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В любой момент времени 
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 система 
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 может быть в одном из этих состояний. Обозначим 
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 система будет находиться в состоянии 
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Совокупность вероятностей 
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 для каждого момента времени 
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 ха​рактеризует данное сечение случайного процесса, протекающего в системе. Эта совокупность не является исчерпывающей характеристикой процесса (она, например, совсем не отражает зависимости между се​чениями), но все же достаточно хорошо описывает процесс и для ряда практических применений оказывается достаточной.

Случайные процессы со счетным множеством состояний бывают двух типов: с дискретным или непрерывным временем. Первые отлича​ются тем, что переходы и состояния в состояние могут происходить только в строго определенные, разделенные конечными интервала​ми моменты времени 
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. Случайные процессы с непрерывным временем отличаются тем, что переход системы из состояния в со​стояние возможен в любой момент времени 
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.

В качестве примера дискретной системы 
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, в которой протекает случайный процесс с непрерывным временем, рассмотрим группу из 
[image: image16.wmf]n

 самолетов, совершающих налет на территорию противника, обороняе​мую истребительной авиацией. Ни момент обнаружения группы, ни моменты подъема по ней истребителей заранее не известны. Различ​ные состояния системы соответствуют различному числу пораженных самолетов в составе группы:
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 — не поражено ни одного самолета,
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 — поражен ровно один самолет,
…
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 — поражено ровно 
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 самолетов,
…
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 — поражены все 
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 самолетов.
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Схема возможных состояний системы и возможных переходов из состояния в состояние показана на рис. 1

Стрелками показаны возможные переходы системы из состояния в состояние. Закругленная стрелка, направленная из состояния 
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 в него же, означаете, что система может не только перейти в соседнее состояние 
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, но и остаться в прежнем. Для данной системы характерны необратимые переходы (пораженные самолеты не восстанавливаются); в связи с этим из состояния 
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 никакие пере​ходы в другие состояния уже невозможны.

Отметим, что на схеме возможных переходов (рис.1 ) пока​заны только переходы из состояния в соседнее состояние и не пока​заны «перескоки» через состояние: эти перескоки отброшены как практически невозможные. Действительно, для того чтобы система «перескочила» через состояние, нужно, чтобы строго одновременно были поражены два или более самолета, а вероятность такого собы​тия равна нулю.

Случайные процессы, протекающие в системах массового обслужи​вания, как правило, представляют собой процессы с непрерывным временем. Это связано со случайностью потока заявок.

 В противопо​ложность системе с необратимыми переходами, рассмотренной в пре​дыдущем примере, для системы массового обслуживания характерны обратимые переходы: занятый канал может освободиться, оче​редь может «рассосаться».

В качестве примера рассмотрим одноканальную систему массового обслуживания (например, одну телефонную линию), в которой заявка, заставшая канал занятым, не становится в очередь, а покидает си​стему (получает «отказ»). Это — дискретная система с непрерывным временем и двумя возможными состояниями:
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 — канал свободен,



[image: image27.wmf]1
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 — канал занят. 
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Переходы из состояния в состояние обратимы. Схема возможных переходов показана на рис.2 
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Для 
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-канальной системы такого же типа схема возможных пере​ходов показана на рис.3  Состояние 
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 — все каналы свободны; 
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x

 — занят ровно один канал, 
[image: image31.wmf]2

x

 — занято ровно два канала и т. д.

Для того чтобы описать случайный процесс, протекающий в дискретной системе с непрерывным временем, прежде всего нужно проанализировать причины, вызывающие переход системы из состоя​ния в состояние. Для системы массового обслуживания основным фактором, обусловливающим протекающие в ней про​цессы, является поток заявок. Поэтому математическое описание любой системы массового обслуживания начинается с описания потока заявок.

УЧЕБНЫЙ ВОПРОС №  3

Поток событий. Простейший поток и его свойства.
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Под потоком событий в теории вероятностей понимается последовательность событий, происходящих одно за другим в какие-то мо​менты времени. Примерами могут служить: поток вызовов на телефон​ной станций; поток включений приборов в бытовой электросети; поток заказных писем, поступающих в почтовое отделение; поток сбоев (неисправностей) электронной вычислительной машины; поток выстре​лов, направляемых на цель во время обстрела, и т. п. События, обра​зующие поток, в общем случае могут быть различными, но здесь мы будем рассматривать лишь поток однородных событий, различаю​щихся только моментами появления. Такой поток можно изобразить как последовательность точек 
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 на числовой оси, соответствующих моментам появления событий.

Поток событий называется регулярным, если события следуют одно за другим через строго определенные промежутки времени. Такой поток сравнительно редко встречается в реальных системах, но представляет интерес как предельный случай. Типичным для системы массового обслуживания является случайный поток заявок.

В настоящем п( мы рассмотрим потоки событий, обладающие некоторыми особенно простыми свойствами. Для этого введем ряд определений.

1. Поток событий называется стационарным, если вероятность попадания того или иного числа событий на участок времени длиной 
[image: image33.wmf]t

(рис. 5) зависит только от длины участка и не зависит от того, где именно на оси 
[image: image34.wmf]Ot

 расположен этот участок. 

2. Поток событий называется потоком без последействия, если для любых неперекрывающихся участков времени число событий, попадающих на один из них, не зависит от числа событий, попадающих на другие.

3. Поток событий называется ординарным, если вероятность попадания на элементарный участок 
[image: image35.wmf]t

D

 двух или более событий пренебрежимо мала по сравнению с вероятностью попадания одного события.

Если поток событий обладает, всеми тремя свойствами (т. е. стационарен, ординарен и не имеет последействия), то он называется простейшим (или стационарным пуассоновским) потоком. Название «пуассоновский» связано с тем, что при соблюдении условий 1(3 число событий, попадающих на любой фиксированный интервал времени, будет распределено по закону Пуассона 

Рассмотрим подробнее условия 1(3, посмотрим, чему они соот​ветствуют для потока заявок и за счет чего они могут нару​шаться.

1. Условию стационарности удовлетворяет поток заявок, вероят​ностные характеристики которого не зависят от времени. В частности, для стационарного потока характерна постоянная плотность (среднее число заявок в единицу времени). На практике часто встре​чаются потоки заявок, которые (по крайней мере, на ограниченном отрезке времени) могут рассматриваться как стационарные. Например, поток вызовов на городской телефонной станции на участке времени от 12 до 13 часов может считаться стационарным. Тот же поток в те​чение целых суток уже не может считаться стационарным (ночью плотность вызовов значительно меньше, чем днем). Заметим, что так обстоит дело и со всеми физическими процессами, которые мы назы​ваем «стационарными»: в действительности все они стационарны лишь на ограниченном участке времени, а распространение этого участка до бесконечности — лишь удобный прием, применяемый в целях упро​щения анализа. Во многих задачах теории массового обслуживания представляет интерес проанализировать работу системы при постоян​ных условиях; тогда задача решается для стационарного потока заявок.

2. Условие отсутствия последействия — наиболее существенное для простейшего потока — означает, что заявки поступают в систему не​зависимо друг от друга. Например, поток пассажиров, входящих на станцию метро, можно считать потоком без последействия потому, что причины, обусловившие приход отдельного пассажира именно в тот, а не другой момент, как правило, не связаны с аналогичными причинами для других пассажиров. Однако условие отсутствия после​действия может быть легко нарушено за счет появления такой зави​симости. Например, поток пассажиров, покидающих станцию метро, уже не может считаться потоком без последействия, так как моменты выхода пассажиров, прибывших одним и тем же поездом, зависимы между собой.

Вообще нужно заметить, что выходной поток (или поток обслу​женных заявок), покидающий систему массового обслуживания, обычно имеет последействие, даже если входной поток его не имеет. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим одноканальную систему массового обслу​живания, для которой время обслуживания одной заявки вполне опре​делено и равно 
[image: image36.wmf]об

t

. Тогда в потоке обслуженных заявок минимальный интервал времени между заявками, покидающими систему, будет ра​вен 
[image: image37.wmf]об

t

. Нетрудно убедиться, что наличие такого минимального интер​вала неизбежно приводит к последействию. Действительно, пусть стало известно, что в какой-то момент 
[image: image38.wmf]1

t

 систему покинула обслуженная заявка. Тогда можно утверждать с достоверностью, что на любом участке времени т, лежащем в пределах 
[image: image39.wmf](
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, обслуженной заявки не появится; значит, будет иметь место зависимость между чи​слами событий на неперекрывающихся участках.

Последействие, присущее выходному потоку, необходимо учитывать, если этот поток является входным для какой-либо другой системы массового обслуживания (так называемое «многофазовое обслуживание», когда одна и та же заявка последовательно переходит из системы в систему).

Отметим, между прочим, что самый простой на первый взгляд ре​гулярный поток, в котором события отделены друг от друга равными интервалами, отнюдь не является «простейшим» в нашем смысле слова. так как в нем имеется ярко выраженное последействие: моменты появ​ления следующих друг за другом событий связаны жесткой, функцио​нальной зависимостью. Именно из-за наличия последействия анализ процессов, протекающих в системе массового обслуживания при регу​лярном потоке заявок, гораздо сложнее, чем при простейшем.

3. Условие ординарности означает, что заявки приходят пооди​ночке, а не парами, тройками и т. д. Например, поток атак, которому подвергается воздушная цель в зоне действия истребительной авиа​ции, будет ординарным, если истребители атакуют цель поодиночке, и не будет ординарным, если истребители идут в атаку парами. Поток клиентов, входящих в парикмахерскую, может считаться практически ординарным. Если в неординарном потоке заявки поступают только парами, только тройками и т. д., то неординарный поток легко свести к орди​нарному; для этого достаточно вместо потока отдельных заявок рас​смотреть поток пар, троек и т. д. Сложнее будет, если каждая заявка случайным образом может оказаться двойной, тройной и т. д. Тогда уже приходится иметь дело с потоком не однородных, а разнород​ных событий.

В дальнейшем мы для простоты ограничимся рассмотрением ординарных потоков.

Простейший поток играет среди потоков событий вообще особую роль, до некоторой степени аналогичную роли нормального закона среди других законов распределения. Мы знаем, что при суммирова​нии большого числа независимых случайных величин, подчиненных практически любым законам распределения, получается величина, приближенно распределенная по нормальному закону. Аналогично можно доказать, что при суммировании (взаимном наложении) большого числа ординарных, стационарных потоков с практически любым по​следействием получается поток, сколь угодно близкий к простейшему. Условия, которые должны для этого соблюдаться, аналогичны условиям центральной предельной теоремы, а именно — складываемые потоки должны оказывать на сумму приблизительно равномерно малое влияние.
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Не доказывая этого положения и даже не формулируя математи​чески условия, которым должны удовлетворять потоки, проиллюстри​руем его элементарными рассуждениями. Пусть имеется ряд незави​симых потоков 
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 «Суммирование» потоков состоит в том, что все моменты появления событий сносятся на одну и ту же ось 
[image: image41.wmf]Ot

, как показано на рис.6  Предположим, что потоки 
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 сравнимы по своему влиянию на суммарный поток (т. е. имеют плотности одного порядка), а число их достаточно велико. Предположим, кроме того, что эти потоки стационарны и ординарны, но каждый из них может иметь после​действие, и рассмотрим суммарный поток
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на оси 
[image: image44.wmf]Ot

 (рис. 6). Очевидно, что поток 
[image: image45.wmf]P

 должен быть ста​ционарным и ординарным, так как каждое слагаемое обладает этим свойством и они независимы. Кроме того, достаточно ясно, что при увеличении числа слагаемых последействие в суммарном потоке, даже если оно значительно в отдельных потоках, должно постепенно сла​беть. Действительно, рассмотрим на оси 
[image: image46.wmf]Ot

 два неперекрывающихся отрезка 
[image: image47.wmf]1

t

 и 
[image: image48.wmf]2

t

 (рис. 6). Каждая из точек, попадающих в эти отрезки, случайным образом может оказаться принадлежащей тому или иному потоку, и по мере увеличения в удельный вес точек, при​надлежащих одному и тому же потоку (и, значит, зависимых), должен уменьшаться, а остальные точки принадлежат разным потокам и появляются на отрезках 
[image: image49.wmf]1

t

, 
[image: image50.wmf]2
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  независимо друг от друга. Достаточно естественно ожидать, что при увеличении 
[image: image51.wmf]n

 суммарный поток будет терять последействие и приближаться к простейшему.

На практике оказывается обычно достаточно сложить 4(5 пото​ков, чтобы получить поток, с которым можно оперировать как с простейшим.

Простейший поток играет в теории массового обслуживания осо​бенно важную роль. Во-первых, простейшие и близкие к простейшим потоки заявок часто встречаются на практике (причины этого изло​жены выше). Во-вторых, даже при потоке заявок, отличающемся от простейшего, часто можно получить удовлетворительные по точ​ности результаты, заменив поток любой структуры простейшим с той же плотностью. Поэтому займемся подробнее простейшим потоком и его свойствами.

УЧЕБНЫЙ ВОПРОС № 4

Законы распределения    СОБЫТИЙ В простейшеМ потоке.

Рассмотрим на оси времени простейший поток событий и на этой оси
выделим произвольный участок времени  (.
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Разобьем интервал ( на n равных частей длиной 
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  и представим общее число событий в интервале (.

Поставим задачу:

1) Какова вероятность того, что за время ( произойдет ровно k событий?       P[X(() = k] = ?

2)  Определим математическое ожидание числа событий за время 
[image: image53.wmf]t
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Для определения вероятности точного числа событий за время ( воспользу​емся производящей функцией. (Общая теорема о повторении опытов)
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Для нашего случая:

[image: image55.wmf]k
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 - вероятность появления ровно k событий за время (     (искомая величина)
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 - вероятность появления события в одном 
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 интервале
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В силу ординарности, 
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 есть вероятность появления одного события в интер​вале
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.  Вероятность появления в интервале 
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 более одного события бесконечно мала.

Производящая функция величины ((() по определению равна:
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 т. к. средняя плотность потока одинакова для всех интервалов. 

Проведем преобразование производящей функции
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Нам необходимо получить выражение вида 
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Разложим полученную производящую функцию по z-степеням
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Теперь ответим на поставленный вопрос:  вероятность того, что за время ( произойдет ровно k событий равна

Определим теперь математическое ожидание числа событий за время 
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  - среднее число событий в единицу времени (или плотность потока)

Важной характеристикой потока является закон распределения длины промежутка между соседними событиями (Т). Найдем закон распределения величины Т.

Функция распределения - это вероятность того, что на участке длинной t, который начинается  в момент 
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, появится хотя бы одно событие.
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Плотность распределения
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[image: image357.wmf]Рисунок 2
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Закон распределения f(t) с плот​ностью  называется показательным законом, а величина 
[image: image68.wmf]l

 — его параметром. График плот​ности 
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 представлен на рис. 7

Показательный закон, как мы увидим в дальнейшем, играет боль​шую роль в теории дискретных случайных процессов с непрерывным временем. Поэтому рассмотрим его подробнее.

Найдем математическое ожидание величины 
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, распределенной по показательному закону:
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 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]l
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Дисперсия величины 
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Докажем одно замечательное свойство показательного закона. Оно состоит в следующем: если промежуток времени, рас​пределенный по показательному закону, уже длился некоторое время 
[image: image75.wmf]t

, то это никак не влияет на за​кон распределения оставшейся части промежутка: он будет таким же, как и закон распределения всего промежутка 
[image: image76.wmf]T

.

Для доказательства рассмотрим случайный промежуток времени 
[image: image77.wmf]T

 с функцией распределения



[image: image78.wmf](

)

t

e

t

F

l

-

-

=

1




и предположим, что этот промежуток уже, продолжается некоторое время 
[image: image79.wmf]t

, т. е. произошло событие 
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. Найдем при этом предпо​ложении условный закон распределения оставшейся части промежутка 
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Докажем, что условный закон распределения 
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 и равен 
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, найдем сна​чала вероятность произведения двух событий
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По теореме умножения вероятностей
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Но событие 
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 равносильно событию 
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, вероятность которого равна
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С другой стороны,
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следовательно,
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что и требовалось доказать.

Таким образом, мы доказали, что если промежуток времени 
[image: image98.wmf]T

 распределен по показательному закону, то любые сведения о том, сколько времени уже протекал этот промежуток, не влияют на закон распределения оставшегося времени. Можно доказать, что показатель​ный закон — единственный, обладающий таким свойством. Это свой​ство показательного закона представляет собой, в сущности, другую формулировку для «отсутствия последействия», которое является основным свойством простейшего потока.
УЧЕБНЫЙ ВОПРОС № 5

Нестационарный пуассоновский поток

Если поток событий нестационарен, то его основной характери​стикой является мгновенная плотность 
[image: image99.wmf](
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. Мгновенной плотностью потока называется предел отношения среднего числа событий, приходящегося на элементарный участок времени 
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, к длине этого участка, когда последняя стремится к нулю:



[image: image101.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

m

t

t

m

t

t

m

t

t

¢

=

D

-

D

+

=

®

D

0

lim

l

,


где 
[image: image102.wmf](
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 — математическое ожидание числа событий на участке 
[image: image103.wmf](
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Рассмотрим поток однородных событий, ординарный и без после​действия, но не стационарный, с переменной плотностью 
[image: image104.wmf](
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. Такой поток называется нестационарным пуассоновским потоком. Это — первая ступень обобщения по сравнению с простейшим пото​ком. Легко показать методом, аналогичным примененному в  что для такого потока число событий, попадающих на участок длины 
[image: image105.wmf]t

, начинающийся в точке 
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, подчиняется закону Пуассона
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где 
[image: image109.wmf]a

 — математическое ожидание числа событий на участке от 
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Здесь величина 
[image: image113.wmf]a

 зависит не только от длины 
[image: image114.wmf]t

 участка, но и от его положения на оси 
[image: image115.wmf]Ot

.

Найдем для нестационарного потока закон распределения промежутка времени 
[image: image116.wmf]T

 между соседними событиями. Ввиду нестационарности потока этот закон будет зависеть от того, где на оси 
[image: image117.wmf]Ot

 расположено первое из событий. Кроме того, он будет зависеть от вида функции 
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. Предположим, что первое из двух соседних событий появилось в момент 
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, и найдем при этом условии закон распределения времени 
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 между этим событием и последующим:
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Найдем 
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Дифференцируя, найдем плотность распределения



[image: image127.wmf]
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[image: image129.wmf]0
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Это закон распределения уже не будет показательным. Вид его зависит от параметра 
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 и вида функции 
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плотность  имеет вид
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График этого закона при 
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 представлен на рис. 8
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0

x

1

x

2

x

1

-

n

x

1

-

k

x

n

x

1

-

k

x


Несмотря на то, что структура нестационарного пуассоновского потока несколько сложнее, чем простейшего, он очень удобен в прак​тических применениях: главное свойство простейшего потока — отсут​ствие последействия — в нем сохранено. А именно, если мы зафикси​руем на оси 
[image: image138.wmf]Ot

 произвольную точку 
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, то закон распределения 
[image: image140.wmf](
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 времени 
[image: image141.wmf]T

, отделяющего эту точку от ближайшего по времени будущего события, не зависит от того, что происходило на участке времени, предшествующем 
[image: image142.wmf]0
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, и в самой точке 
[image: image143.wmf]0
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 (т. е. появлялись ли ранее другие события и когда именно).
УЧЕБНЫЙ ВОПРОС № 6

Поток с ограниченным последействием
поток Пальма
В предыдущем п( мы познакомились с естественным обобщением простейшего потока с нестационарным пуассоновским потоком. Обобщением простейшего потока в другом направлении является поток с ограниченным последействием.
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Рассмотрим ординарный поток однородных событий (рис. 9). Этот поток называется потоком  с ограниченным последействием (или потоком Пальма), если промежутки времени между последо​вательными событиями 
[image: image144.wmf]K
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, представляют собой независимые случайные величины.
Очевидно, простейший поток является частным случаем потока Пальма: в нем расстояния 
[image: image145.wmf]K

,

,

2

1

T

T

 представляют собой неза​висимые случайные величины, распределенные по показательному за​кону. Что касается нестационарного пуассоновского потока, то он не является потоком Пальма. Действительно, рассмотрим два соседних промежутка 
[image: image146.wmf]k
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 и 
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 в нестационарном пуассоновском потоке. Как мы видели в предыдущем п(, закон распределения промежутка между событиями в нестационарном потоке зависит от того, где этот про​межуток начинается, а начало промежутка 
[image: image148.wmf]1
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 совпадает с концом промежутка 
[image: image149.wmf]k

T

; значит, длины этих промежутков зависимы.

Рассмотрим примеры потоков Пальма.

1. Некоторая деталь технического устройства (например, радио​лампа) работает непрерывно до своего отказа (выхода из строя), после чего она мгновенно заменяется новой. Срок безотказной работы летали случаен; отдельные экземпляры выходят из строя независимо друг от друга. При этих условиях поток отказов (или поток «восста​новлений») представляет собой поток Пальма. Если, к тому же, срок работы детали распределен по показательному закону, то поток Пальма превращается в простейший.
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2. Группа самолетов идет в боевом порядке «колонна» (рис. 9) с одинаковой для всех самолетов скоростью 
[image: image150.wmf]V

. Каждый самолет, кроме ведущего, обязан выдерживать строй, т. е. держаться на задан​ном расстоянии 
[image: image151.wmf]L

, от впереди идущего. Это расстояние, вследствие погрешностей радиодальномера, выдерживается с ошибками. Моменты пересечения самолетами заданного рубежа образуют поток Пальмам так как случайные величины 
[image: image152.wmf]V
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[image: image154.wmf]K

 независимы. За​метим, что тот же поток не будет потоком Пальма, если каждый из самолетов стремится выдержать заданное расстояние не от соседа, а от ведущего.

Потоки Пальма часто получаются в виде выходных потоков си​стем массового обслуживания. Если на какую-либо систему поступает какой-то поток заявок, то он этой системой разделяется на два: по​ток обслуженных и поток необслуженных заявок.

Поток необслуженных заявок часто поступает на какую-либо дру​гую систему массового обслуживания, поэтому представляет интерес изучить его свойства.

Основной в теории выходных потоков является теорема Пальма, которую мы сформулируем без доказательства.

Пусть на систему массового обслуживания поступает по​ток заявок типа Пальма, причем заявка, заставшая все ка​налы занятыми, получает отказ (не обслуживается). Если при этом время обслуживания имеет показательный закон рас​пределения, то поток необслуженных заявок является также потоком типа Пальма.

В частности, если входной поток заявок будет простейшим, то поток необслуженных заявок, не будучи простейшим, будет все же иметь ограниченное последействие.
ПОТОК ЭРЛАНГА

Интересным примером потоков с ограниченным последействием являются так называемые потоки Эрланга. Они образуются «про​сеиванием», простейшего потока.

Рассмотрим простейший поток (рис. 10) и выбросим из него каждую вторую точку (на рисунке выброшенные точки отмечены крестами). Оставшиеся точки образуют поток; этот поток называется потоком Эрланга первого порядка (
[image: image155.wmf]1

Э

). Очевидно, этот поток есть поток Пальма: поскольку независимы промежутки между со​бытиями в простейшем потоке, то независимы и величины 
[image: image156.wmf]K
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, получающиеся суммированием таких промежутков по два.

[image: image361.wmf]Рисунок 5
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Поток Эрланга второго порядка получится, если сохранить в простейшем потоке каждую третью точку, а две промежуточные выбросить (рис.11).
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Вообще, потоком Эрланга 
[image: image157.wmf]k

-го порядка (
[image: image158.wmf]k
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) называется по​ток, получаемый из простейшего, если сохранить каждую 
[image: image159.wmf]1
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-ю точку, а остальные выбросить. Очевидно, простейший поток можно рассматривать как поток Эрланга нулевого порядка (
[image: image160.wmf]0
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).

Найдем закон распределения промежутка времени 
[image: image161.wmf]T

 между сосед​ними событиями в потоке Эрланга 
[image: image162.wmf]k

-го порядка (
[image: image163.wmf]k
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). Рассмотрим на оси 
[image: image164.wmf]Ot

 (рис. ) простейший поток с интервалами 
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. Величина 
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 представляет собой сумму 
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 независимых случайных величин
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где 
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 — независимые случайные величины, подчинен​ные одному и тому же пока-                              зательному закону
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Можно было бы найти закон распределения величины 
[image: image172.wmf]T

 как компо​зицию 
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 законов Однако проще вывести его элемен​тарными рассуждениями.

Обозначим 
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 плотность распределения величины 
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 для по​тока 
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 есть вероятность того, что величина 
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 примет зна​чение между 
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 и 
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 (рис.). Это значит, что последняя точка промежутка 
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 должна попасть на элементарный участок 
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, а предыдущие 
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 точек простейшего потока — на учас​ток 
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. Вероятность первого события равна 
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; вероятность вто​рого  будет
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Перемножая эти вероятности, получим
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Закон распределения с плотностью называется законом Эрланга 
[image: image190.wmf]k

-го порядка. Очевидно, при 
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 он обращается в пока​зательный
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Найдем характеристики закона Эрланга 
[image: image194.wmf](
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: математическое ожи​дание 
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 и дисперсию 
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. По теореме сложения математических ожиданий
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где 
[image: image198.wmf]l

1

0

=

m

 — математическое ожидание промежутка между событи​ями в простейшем потоке.

Отсюда
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Аналогично по теореме сложения дисперсий 
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Плотность 
[image: image202.wmf]k

L

 потока 
[image: image203.wmf]k
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 будет обратна величине 
[image: image204.wmf]k
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Таким образом, при увеличении порядка потока Эрланга увеличиваются как математическое ожидание, так и дисперсия промежутка времени между событиями, а плотность потока падает.

Выясним, как будет изменяться поток Эрланга при 
[image: image206.wmf]¥
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k

, если его плотность будет сохраняться постоянной? Пронормируем вели​чину 
[image: image207.wmf]T

 так, чтобы ее математическое ожидание (и, следовательно, плотность потока) оставалось неизменным. Для этого изменим мас​штаб по оси времени и вместо 
[image: image208.wmf]T

 рассмотрим величину
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Назовем такой поток нормированным потоком Эрланга 
[image: image210.wmf]k

-го по​рядка. Закон распределения промежутка 
[image: image211.wmf]T
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 между событиями этого потока будет
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где 
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Математическое ожидание величины 
[image: image217.wmf]T
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, распределенной по закону (19.5.10), не зависит от 
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 и равно
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где 
[image: image220.wmf]l

 — плотность потока, совпадающая при любом 
[image: image221.wmf]k

 с плотностью исходного простейшего потока. Дисперсия величины 
[image: image222.wmf]T
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 равна
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и неограниченно убывает с возрастанием 
[image: image224.wmf]k

.

Таким образом, мы приходим к выводу: при неограниченном увеличении 
[image: image225.wmf]k

 нормированный поток Эрланга приближается к регулярному потоку с постоянными интервалами, рав​ными 
[image: image226.wmf]l

1

.

Это свойство потоков Эрланга удобно в практических примене​ниях: оно дает возможность, задаваясь различными 
[image: image227.wmf]k

, получить любую степень последействия: от полного отсутствия (
[image: image228.wmf]0
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) до жесткой. функциональной связи между моментами появления событий (
[image: image229.wmf]¥
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). Таким образом, порядок потока Эрланга может служить как бы «ме​рой последействия», имеющегося в потоке. В целях упрощения часто бывает удобно заменить реальный поток заявок, имеющий последей​ствие, нормированным потоком Эрланга с примерно теми же характе​ристиками промежутка между заявками: математическим ожиданием и дисперсией.

Пример. В результате статистической обработки промежутков между заявками в потоке получены оценки для математического ожидания и дисперсии величины 
[image: image230.wmf]T

:
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Заменить этот поток нормированным потоком Эрланга с теми же характеристиками.

Решение. Имеем
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Из формулы  получим
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Поток можно приближенно заменить нормированным потоком Эрланга чет​вертого порядка.

УЧЕБНЫЙ ВОПРОС № 7

Время обслуживания

Кроме характеристик входного потока заявок, режим работы си​стемы зависит еще от характеристик производительности самой си​стемы: числа каналов в и быстродействия каждого канала. Одной из важнейших величин, связанных с системой, является время обслуживания одной заявки 
[image: image236.wmf]об

T

. Эта величина может быть как неслучайной, так и случайной. Очевидно, более общим является слу​чайное время обслуживания.

Рассмотрим случайную величину 
[image: image237.wmf]об
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 и обозначим 
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а 
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 — плотность распределения:
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Для практики особый интерес представляет случай, когда вели​чина 
[image: image242.wmf]об
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 имеет показательное распределение
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где параметр 
[image: image245.wmf]m

 — величина, обратная среднему времени обслуживания одной заявки:
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Особая роль, которую играет в теории массового обслуживания показательный закон распределения величины 
[image: image248.wmf]об

T

, связана с свойством этого закона. В приме​нении к данному случаю оно формулируется так: если в какой-то момент 
[image: image249.wmf]0
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 происходит обслуживание заявки, то за​кон распределения оставшегося времени обслужива​ния не зависит от того, сколько времени обслужи​вание уже продолжалось.

На первый взгляд допущение о том, что время обслуживания распределено по показательному закону, представляется довольно искусственным. В ряде практических задач кажется естественнее пред​положить его либо совсем не случайным, либо распределенным по нормальному закону. Однако существуют условия, в которых время обслуживания действительно распределяется по закону, близкому к показательному.

Это, прежде всего, все задачи, в которых обслуживание сводится к ряду «попыток», каждая из которых приводит к необходимому результату с какой-то вероятностью 
[image: image250.wmf]p

.

[image: image364.wmf]Рисунок 11
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Пусть, например, «обслуживание» состоит в обстреле какой-то цели и заканчивается в момент ее поражения. Обстрел ведется неза​висимыми выстрелами с некоторой средней скорострельностью 
[image: image251.wmf]l

 выстрелов в единицу времени. Каждый выстрел поражает цель с вероят​ностью 
[image: image252.wmf]p

. Чтобы не связывать себя необходимостью точного учета момента каждого выстрела, предположим, что они происходят в слу​чайные моменты времени и образуют простейший поток 
[image: image253.wmf]P

 с плот​ностью 
[image: image254.wmf]l

 (рис. 13).

Выделим мысленно из этого потока другой — поток «успешных» или «поражающих», выстрелов (они отмечены кружками на рис. ). Выстрел будем называть «успешным», если он приводит к поражению цели (если только цель не была поражена ранее). Нетрудно убедиться, что успешные выстрелы тоже образуют простейший поток 
[image: image255.wmf]*
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 с плот​ностью 
[image: image256.wmf]p
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 (исходный поток 
[image: image257.wmf]P

 — простейший, а каждый выстрел может стать поражающим, независимо от других, с вероятностью 
[image: image258.wmf]p

). Вероятность того, что цель будет поражена до момента 
[image: image259.wmf]t

, будет равна



[image: image260.wmf](

)

(

)

t

об

e

t

T

P

t

G

l

-

-

=

<

=

1

,

откуда плотность распределения времени «обслуживания»
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а это есть показательный закон с параметром 
[image: image262.wmf]L
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.

Разумеется, показательный закон не является универсальным законом распределения времени обслуживания. Часто время обслу​живания лучше описывается, например, законом Эрланга. Однако, к счастью, пропускная спо​собность и другие характе​ристики системы массового обслуживания сравнительно мало зависят от вида закона распределения времени об​служивания, а зависят, глав​ным образом, от его среднего значения 
[image: image263.wmf]об

t

m

. Поэтому в теории массового обслужи​вания чаще всего пользуются допущением, что время об​служивания распределено по показательному закону. Эта гипотеза позволяет сильно упростить математический аппарат, применяемый для решения задач массового обслуживания, и, в ряде случаев, получить простые аналитические формулы для ха​рактеристик пропускной способности системы.

УЧЕБНЫЙ ВОПРОС № 8

Марковский случайный процесс

Допущения о пуассоновском характере потока заявок и о пока​зательном распределении времени обслуживания ценны тем, что позволяют применить в теории массового обслуживания аппарат так называемых марковских случайных процессов.

Процесс, протекающий в физической системе, называется мар​ковским (или процессом без последействия), если для каждого мо​мента времени вероятность любого состояния системы в бу​дущем зависит только от состояния системы в настоящий момент (
[image: image264.wmf]0

t

) и не зависит от того, каким образом система пришла в это состояние.

Рассмотрим элементарный пример марковского случайного про​цесса. По оси абсцисс 
[image: image265.wmf]Ox

 случайным образом перемещается точка 
[image: image266.wmf]X

. В момент времени 
[image: image267.wmf]0
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 точка 
[image: image268.wmf]X

 находится в начале координат (
[image: image269.wmf]0
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) и остается там в течение одной секунды. Через секунду бросается монета; если выпал герб — точка 
[image: image270.wmf]X

 перемещается на одну единицу длины вправо, если цифра — влево. Через секунду снова бросается монета и производится такое же случайное перемещением и т. д. Процесс изменения положения точки (или, как говорят, «блуждания») представляет собой случайный процесс с дискретным временем (
[image: image271.wmf]K
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) и счетным множеством состояний
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Схема возможных переходов для этого процесса показана на рис. 14

[image: image365.wmf]Рисунок 14
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Покажем, что этот процесс — марковский. Действительно, пред​ставим себе, что в какой-то момент времени 
[image: image277.wmf]0

t

 система находится, например, в состоянии 
[image: image278.wmf]1
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 — на одну единицу правее начала координат. Возможные положения точки через единицу времени будут 
[image: image279.wmf]0
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 и 
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 с вероятностями 
[image: image281.wmf]2
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 и 
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; через две единицы — 
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 с вероятностями 
[image: image286.wmf]4
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 и так далее. Очевидно, все эти ве​роятности зависят только от того, где находится точка в данный момент 
[image: image289.wmf]0

t

, и совершенно не зависят от того, как она пришла туда.

Рассмотрим другой пример. Имеется техническое устройство 
[image: image290.wmf]X

, состоящее из элементов (деталей) типов 
[image: image291.wmf]a

 и 
[image: image292.wmf]b

, обладающих разной долговечностью. Эти элементы в случайные моменты времени и неза​висимо друг от друга могут выходить из строя. Исправная работа каждого элемента безусловно необходима для работы устройства в целом. Время безотказной работы элемента — случайная величина, распределенная по показательному закону; для элементов типа 
[image: image293.wmf]a

 и 
[image: image294.wmf]b

 параметры этого закона различны и равны соответственно 
[image: image295.wmf]a
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 и 
[image: image296.wmf]b

l

. В случае отказа устройства немедленно принимаются меры для вы​явления причин и обнаруженный неисправный элемент немедленно заменяется новым. Время, потребное для восстановления (ремонта) устройства, распределено по показательному закону с параметром 
[image: image297.wmf]a

m

 (если вышел из строя элемент типа 
[image: image298.wmf]a

) и 
[image: image299.wmf]b
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 (если вышел из строя элемент типа 
[image: image300.wmf]b

).

В данном примере случайный процесс, протекающий в системе, есть марковский процесс с непрерывным временем и конечным мно​жеством состояний:


[image: image301.wmf]0
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 — все элементы исправны, система работает,


[image: image302.wmf]1
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 — неисправен элемент типа 
[image: image303.wmf]a

, система ремонтируется,


[image: image304.wmf]2
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 — неисправен элемент типа 
[image: image305.wmf]b

, система ремонтируется.

Схема возможных переходов дана на рис. 15

[image: image366.wmf]Рисунок 15
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Действительно, процесс обладает марковским свойством. Пусть, например, в момент 
[image: image306.wmf]0

t

 система находится в состоянии 
[image: image307.wmf]0

x

 (исправна). Так как время безотказной работы каждого элемента — показатель​ное, то момент отказа каждого элемента в будущем не зависит от того, сколько времени он уже работал (когда поставлен). Поэтому вероятность того, что в будущем система останется в состоянии 
[image: image308.wmf]0

x

 или уйдет из него, не зависит от «предыстории» процесса. Пред​положим теперь, что в момент 
[image: image309.wmf]0
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 система находится в состоянии 
[image: image310.wmf]1
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 (неисправен элемент типа 
[image: image311.wmf]a

). Так как время ремонта тоже показа​тельное, вероятность окончания ремонта в любое время после 
[image: image312.wmf]0
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 не зависит от того, когда начался ремонт и когда были поставлены остальные (исправные) элементы. Таким образом, процесс является марковским.

Заметим, что показательное распределение вре​мени работы элемента и показательное распреде​ление времени ремонта — существенные условия, без которых процесс не был бы марковским. Дей​ствительно, предположим, что время исправной работы элемента распределено не по показатель​ному закону, а по какому-нибудь другому — например, по закону равномерной плотности на участке 
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 может выйти из строя в любой момент с одина​ковой плотностью вероятности. Предположим, что в какой-то момент времени 
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 элемент работает исправно. Очевидно, вероятность того, что элемент выйдет из строя на каком-то участке времени в будущем, зависит от того, насколько давно поставлен элемент, т. е. зависит от предыстории, и процесс не будет марковским.

Аналогично обстоит дело и со временем ремонта 
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 ремонтируется, то оставшееся время ремонта зависит от того, когда он начался; процесс снова не будет марковским.

Вообще показательное распределение играет особую роль в теории марковских случайных процессов с непрерывным временем. Легко убе​диться, что в стационарном марковском процессе время, в течение которого система остается в каком-либо состоянии, распределено всегда по показательному закону (с параметром, зависящим, вообще говоря, от этого состояния). Действительно, предположим, что в мо​мент 
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 и до этого уже находилась в нем какое-то время. Согласно определению марковского процесса, вероятность любого события в будущем не зависит от предыстории; в частности, вероятность того, что система уйдет из состояния 
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 должно быть распределено по показа​тельному закону.

В случае, когда процесс, протекающий в физической системе со счетным множеством состояний и непрерывным временем, является марковским, можно описать этот процесс с помощью обыкновенных дифференциальных уравнений, в которых неизвестными функциями являются вероятности состояний 
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. Составление и ре​шение таких уравнений мы продемонстрируем в следующем занятии на примере простейшей системы массового обслуживания.

Методическое пособие разработал
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