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Учебные цели:


Познакомить студентов о понятии случайных событий в исследовании операций. 


Ознакомить студентов с характеристиками и законами распределения 


 случайных величин.


Научить студентов методам расчетов характеристик случайных величин с заданной точностью.





ВРЕМЯ - 2 часа





Учебные вопросы:


    Введение.


1. Случайные  величины  и   законы  их  распределения.  Вероятность  попадания   


случайной величины на заданный участок.





Характеристики случайной величины . Математическое ожидание и дисперсия 


    случайной величины.





3. Характеристики системы  случайных величин.





4. Среднестатистические оценки случайной величины и особенности их 


     характеристик.





5. Оценка точности метода статистических испытаний.





6. Оценка необходимого числа реализаций для обеспечения заданной точности 


    при решении задач методом статистических испытаний.


         




















    











Случайные величины. Законы распределения случайной величины. Статистическое распределение. Характеристики статистического распределения.








ВВЕДЕНИЕ





Теория вероятностей есть математическая наука, изучающая закономерности  в случайных явлениях. 


Условимся, что мы будем понимать под  «случайным явлением». При научном исследовании различных задач, часто  приходится встречаться с особого типа явлениями, которые принято называть случайными 


Определение    


 Случайное явление - это такое явление, которое при неоднократном воспроизведении одного и того же опыта протекает каждый раз несколько по иному.


Пример


Стрельба из орудия установленного под заданным углом к горизонту.


Пользуясь методами баллистики можно найти теоретическую траекторию снаряда. Эта траектория определяется начальными условиями стрельбы


начальная скорость,


начальный угол бросания,


баллистический коэффициент.


 Фактическая траектория каждого отдельного снаряда неизбежно несколько отклоняется от теоретической за счет совокупного влияния многих факторов. Среди этих факторов можно, например, назвать  ошибки изготовления снаряда, отклонение веса заряда, неоднородность структуры заряда и др.





      ВЫВОД  


при расчетах траектории учитывались только основные условия стрельбы.


не учитывались второстепенные факторы не заданные в числе основных условий но влияющих на исход опыта.


При проведении опыта основные условия оставались неизменными, а второстепенные менялись от опыта  к опыту,  что и приводило к отклонению траектории от расчетной. 












































Вопрос первый





СЛУЧАЙНЫЕ  ВЕЛИЧИНЫ  И ЗАКОНЫ ИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 


ВЕРОЯТНОСТЬ ПОПАДАНИЯ СЛУЧАЙНЫЕ  ВЕЛИЧИНЫ НА ЗАДАННЫЙ УЧАСТОК.





Определение


Случайной величиной называется величина которая в результате опыта может принять то или иное значение, причем неизвестно заранее - какое именно.





Случайные величины бывают  дискретными и непрерывными.





Определение дискретной случайной величины.


Случайная величина называется дискретной если ее значения могут быть заранее перечислены.





Пример дискретной  случайной величины - число попаданий в цель при трех выстрелах. При этом случайная величина принимает отдельные изолированные значения которые можно заранее перечислить 


                                          0, 1, 2, 3





Определение непрерывной случайной величины.


Случайная величина называется непрерывной  если ее значения непрерывно заполняют некоторый промежуток.





�Пример непрерывной случайной величины - отклонение снаряда от точки встречи.








1.1 Закон распределения дискретной случайной величины





Условимся случайные величины обозначать большими буквами, а их возможные значения - соответствующими малыми буквами.


Например: 


                � EMBED Equation.2  ���- число попаданий при трех выстрелах;


                 � EMBED Equation.2  ���- возможные значения





Каждое из возможных значений наступает с определенной вероятностью.


���








Определение закона распределения.


Соотношение между возможными значениями случайной величины и вероятностями этих возможностей называется -законом распределения случайной величины.





Простейшей формой задания этого закона является таблица, в которой перечислены возможные значения случайной величины и соответствующие им вероятности:


�

















1.2  Закон распределения непрерывной случайной величины





Для непрерывной случайной величины построить ряд распределения невозможно, так как непрерывная случайная величина имеет бесчисленное множество возможных значений, сплошь заполняющих некоторый промежуток (так называемое «несчетное множество»). Следовательно, для непрерывной  случайной величины не существует ряда распределения.


Для количественной характеристики непрерывного распределения пользуются не вероятностью события � EMBED Equation.2  ���, а вероятностью события � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���- некоторая текущая переменная. Вероятность этого события, очевидно зависит от � EMBED Equation.2  ���, и является  ф у н к ц и е й � EMBED Equation.2  ���. Эта функция  называется функцией распределения случайной величины � EMBED Equation.2  ���и обозначается  � EMBED Equation.2  ���.





�








Функция распределения - самая универсальная характеристика случайной величины. Она существует для всех случайных величин: как дискретных так и непрерывных.





Сформулируем  некоторые общие  свойства функции распределения.





1. Функция распределения � EMBED Equation.2  ��� есть неубывающая функция своего 


�    аргумента, т.е. при  � EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���





       2. На минус бесконечности функция распределения равна нулю:


�





       


       3. На плюс бесконечности функция распределения равна единицы:





�








На рисунке 2 показаны функции распределения для непрерывной и дискретной случайной величины.





� EMBED Word.Picture.6  ���� EMBED Word.Picture.6  ���


                                                    рис. 2





Вероятность попадания случайной величины на отрезок от � EMBED Equation.2  ��� до � EMBED Equation.2  ��� определяется из выражения:


�








1.3  Плотность распределения случайной величины.


Пусть имеется непрерывная случайная величина � EMBED Equation.2  ���с функцией � EMBED Equation.2  ���.


 Вычислим вероятность попадания случайной величины на участок от � EMBED Equation.2  ��� до � EMBED Equation.2  ���.


�








Возьмем предел отношения 


�





��








�


�Функция � EMBED Equation.2  ���    называется плотностью распределения случ.величины � EMBED Equation.2  ���


Выразим вероятность попадания случайной величины � EMBED Equation.2  ���на отрезок от � EMBED Equation.2  ��� до � EMBED Equation.2  ���через плотность распределения. Рис 3.
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                                                                                   Рис. 3


��Выражения связывающие функцию распределения и плотность распределения имеют вид








Вопрос второй


              ХАРАКТЕРИСТИКИ  СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ.


                МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ И ДИСПЕРСИЯ  СЛУЧАЙНОЙ   ВЕЛИЧИНЫ.








Кроме законов распределения случайная величина может быть описана своими характеристиками. В качестве таких характеристик применяются так называемые моменты.   Чаще всего применяются моменты двух видов: начальные и центральные.





2.1  Начальные моменты s -го порядка случайной величины � EMBED Equation.2  ���





Начальным моментом s-го порядка для дискретных и непрерывных случайных величин есть выражение вида:
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Введем следующие обозначения для математического ожидания


��





�


�








2.2  Центральные моменты s -го порядка случайной величины � EMBED Equation.2  ���





Центральным моментом s-го порядка для дискретных и непрерывных случайных величин есть выражение вида:
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��� EMBED Equation.2  ���
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Введем следующие обозначения для дисперсии
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Вопрос третий





Характеристики СИСТЕМЫ  случайнЫХ величин.





3.1  Характеристики двумерной случайной величины





Для двумерной  случайной величины вводится еще одна характеристика - второй смешанный центральный момент.


Ввиду того, что этот момент играет важную роль в теории систем случайных величин введем для него особое обозначение:


�








�


Характеристика � EMBED Equation.2  ���         называется корреляционным моментом (или моментом связи ) случайных величин  Х, Y.


Для дискретных и непрерывных случайных величин корреляционный момент выражается следующими формулами 





для дискретных


�











�где                                                       - вероятность того, что система (X,Y)  примет значение � EMBED Equation.2  ���, а суммирование распространяется по всем  значениям случайных величин X, Y.





для непрерывных


�











Корреляционный момент есть характеристика системы случайных величин, описывающая помимо рассеивания  величин  X  и Y, еще и связь между ними.


Для характеристики связи между величинами  (X , Y) часто переходят от момента  � EMBED Equation.2  ��� к безразмерной характеристике называемой  коэффициентом корреляции


�                           где  � EMBED Equation.2  ��� - среднеквадратические отклонения


                                                   величин  X, Y.


�











Коэффициент корреляции характеризует степень линейной зависимости  между случайными величинами   





3.2  Характеристики многомерной случайной величины





Закон распределения системы (заданное функцией распределения  или плотностью распределения) является полной, исчерпывающей характеристикой системы нескольких случайных величин. Однако очень часто такая исчерпывающая характеристика не может быть применена. Иногда ограниченность экспериментального материала не дает возможность построить закон распределения системы. Наконец в ряде задач примерный тип закона распределения (например нормальный закон) известен заранее и требуется найти только его характеристики.


Во всех таких случаях вместо законов распределения применяют неполное, приближенное описание системы случайных величин с помощью минимального количества числовых характеристик. 


�Минимальное число характеристик, с помощью которых может быть охарактеризована система n случайных величин                                  сводится к следующему:


 1)  n  математических ожиданий


�





 2)  n  дисперсией


�


�





 3)  n(n-1) корреляционных моментов                                     


                   характеризующих по парную корреляцию всех величин 


                входящих в систему.


Заметим, что дисперсия каждой случайной величины � EMBED Equation.2  ��� есть по существу, не что иное как частный случай корреляционного момента, а именно корреляционный момент величины    � EMBED Equation.2  ��� с той же величиной � EMBED Equation.2  ��� 


�








Все корреляционные моменты и дисперсии удобно расположить в виде таблицы





�� EMBED Equation.2  ���                    � EMBED Equation.2  ���





�Эта таблица называется корреляционной матрицей системы случайных величин                                    и обозначается символом � EMBED Equation.2  ���





Часто вместо корреляционной матрицы � EMBED Equation.2  ���  пользуются нормированной корреляционной матрицей  � EMBED Equation.2  ���  элементы этой матрицы состоят из коэффициентов корреляции


                                                                     


  


�  � EMBED Equation.2  ���    =   � EMBED Equation.2  ���




















































































































Вопрос четвертый





СРЕДНЕСТАТИСТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ И ОСОБЕННОСТИ ИХ ХАРАКТЕРИСТИК.


(Среднестатистические характеристики случайных величин)





До сих пор, говоря о законах распределения случайных величин, мы не затрагивали вопроса о том, откуда берутся, на каком основании устанавливаются эти законы распределения. Ответ на вопрос вполне определенен - в основе всех этих характеристик лежит опыт; каждое исследование случайных явлений, выполняемое методами теории вероятностей, прямо или косвенно опирается на экспериментальные данные.


Разработка методов регистрации, описания и анализа статистических экспериментальных данных, получаемых в результате наблюдения массовых случайных явлений, составляет предмет - математической статистики.





Задачи математической статистики.





Определение закона распределения случайной величины по статистическим данным.


Нахождение неизвестных параметров по статистическим данным.


3) Задача проверки правдоподобия гипотез.





Все задачи математической статистики касаются вопросов обработки наблюдений над случайными явлениями.





Введем понятие статистической функции распределения.


Предположим, Что изучается некоторая случайная величина � EMBED Equation.2  ���, закон распределения которой в точности неизвестен, и требуется определить этот закон из опыта. С этой целью над случайной величиной � EMBED Equation.2  ���  проводится ряд независимых опытов. В каждом из опытов случайная величина � EMBED Equation.2  ��� принимает определенное значение. Совокупность наблюденных значений представляет собой первичный статистический материал, подлежащий обработке, осмыслению и научному анализу.  Обычно статистическая совокупность оформляется в виде таблицы





      i�
       1�
       2          �
       i�
    n-2�
     n-1�
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�
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     � EMBED Equation.2  ����
      � EMBED Equation.2  ����
      � EMBED Equation.2  ����
   � EMBED Equation.2  ����
    � EMBED Equation.2  ����
     � EMBED Equation.2  ����
�



Одним из способов такой обработки является построение статистической функции распределения случайной величины.





Статистической функцией распределения  случайной величины � EMBED Equation.2  ��� называется частота события � EMBED Equation.2  ���<� EMBED Equation.2  ��� в данном статистическом материале:


�











Для того чтобы найти значение статистической функции распределения при данном � EMBED Equation.2  ���, достаточно подсчитать число опытов, в котором величина � EMBED Equation.2  ��� приняла значение, меньше чем � EMBED Equation.2  ���и разделить на общее число произведенных опытов.





Мы уже рассматривали различные числовые характеристики случайных величин: математическое ожидание, дисперсию, начальные и центральные моменты различных порядков. Аналогичные числовые характеристики существуют и для статистических распределений.








ВНИМАНИЕ





Каждой числовой характеристике случайной величины 


  � EMBED Equation.2  ���соответствует ее статистическая аналогия.





Для основной характеристики - математического ожидания случайной величины - такой аналогией является среднее арифметическое наблюденных значений случайной величины.


�











где  � EMBED Equation.2  ��� - значение случайной величины, наблюденное в � EMBED Equation.2  ���-м опыте,


       � EMBED Equation.2  ���   - число опытов.





Подобные статистические аналогии существуют для всех числовых характеристик. Условимся в дальнейшем эти статистические аналогии обозначать теми же буквами, что и соответствующие числовые характеристики, но снабжать их значком  * 


Статистические характеристики случайной величины рассчитываются с помощью метода статистических испытаний т.е со случайной величиной  проводят опыты, получают значения случайной величины и на их основе рассчитывают искомые величины.  


Одной из характеристик случайной величины (СВ) является вероятность появления события.


Например, если под событием  � EMBED Equation.2  ��� понимать появление СВ, в диапазоне [a,b] то вероятность появления события  � EMBED Equation.2  ���  определяется из выражения:
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Если вероятность события рассчитать с помощью метода статистических испытаний, то вероятность появления события � EMBED Equation.2  ��� рассчитывается как частота появления события:   


�                                             


    где: � EMBED Equation.2  ��� - число испытаний в которых произошло событие � EMBED Equation.2  ���,


           � EMBED Equation.2  ��� - общее число испытаний.


                            


Покажем соответствие числовых характеристик и их статистических аналогий.
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Аналогично определяются статистические начальные и центральные моменты любых порядков.
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Вероятности  появления события и его частоты рассчитанной методом статистических испытаний.
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Оперируя такими понятиями, как события и их вероятности, случайные величины,  их законы распределения и числовые характеристики, теория вероятности дает возможность теоретическим путем определить числовые характеристики одних случайных величин через числовые характеристики других.












































Вопрос пятый





ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ МЕТОДА СТАТИСТИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ.





При решении задач методом статистических испытаний полученные в результате вычислений оценки искомых параметров (мат. ожиданий, дисперсии, вероятности) сами являются случайными величинами. Для полученных оценок определим их характеристики.





5.1  Оценка для среднего арифметического


 (среднестатистического мат,ожидания)


 


Пусть случайная величина � EMBED Equation.2  ���имеет характеристики  � EMBED Equation.2  ��� , � EMBED Equation.2  ���.  Для случайной величины � EMBED Equation.2  ���рассчитаем среднее арифметическое 
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Значение � EMBED Equation.2  ���- есть случайная величина. Введем новые обозначения:


                                        � EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ���


�и определим  характеристики случайной величины    � EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���и  � EMBED Equation.2  ��� через характеристики случайной величины � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���
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��� EMBED Equation.2  ���
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      Схема зависимости характеристик случайных величин � EMBED Equation.2  ���и � EMBED Equation.2  ���
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����                  � EMBED Equation.2  ���                                                                  
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����  � EMBED Equation.2  ���      � EMBED Equation.2  ���                                                                              
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5.2  Оценка частоты появления события.


Пусть при проведении опытов  событие � EMBED Equation.2  ��� наступает с вероятностью � EMBED Equation.2  ��� Проведем серию из n статистических испытаний и определим частоту появления события  � EMBED Equation.2  ���


�


  где: � EMBED Equation.2  ��� - число испытаний в которых произошло событие � EMBED Equation.2  ���


         � EMBED Equation.2  ��� - общее число испытаний.
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�Частота появления события � EMBED Equation.2  ���является случайной величиной. Определим  характеристики случайной величины    � EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���,  � EMBED Equation.2  ���


Для решения этой задачи определим характеристики случайных величин � EMBED Equation.2  ��� ,� EMBED Equation.2  ���.


                   Расчет характеристик случайной величины  � EMBED Equation.2  ���
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                   Расчет характеристик случайной величины  � EMBED Equation.2  ���
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                   Расчет характеристик случайной величины  � EMBED Equation.2  ���
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Схема зависимости характеристик величин � EMBED Equation.2  ���и � EMBED Equation.2  ���
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     � EMBED Equation.2  ������
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Вопрос шестой





              ОЦЕНКА НЕОБХОДИМОГО ЧИСЛА РЕАЛИЗАЦИЙ


          ДЛЯ ОБЕСПЕЧЕНИЯ ЗАДАННОЙ ТОЧНОСТИ ПРИ РЕШЕНИИ 


            ЗАДАЧ МЕТОДОМ СТАТИСТИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ.





Как следует из рассмотренных выше примеров, при решении задач методом статистических 
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где: � EMBED Equation.2  ���- оценка искомого параметра, полученная при решении задач 


     методом статистических испытаний. Под величиной � EMBED Equation.2  ���мы будем


��     понимать случайные величины :











� EMBED Equation.2  ���-  истинное значение параметра;


� EMBED Equation.2  ���-  заданная абсолютная погрешность;


� EMBED Equation.2  ���- заданная вероятность.


Установим зависимость между точностью решения � EMBED Equation.2  ���, вероятностью � EMBED Equation.2  ���, и числом реализаций  � EMBED Equation.2  ���.


Итак, вероятность того, что оценка � EMBED Equation.2  ���не отклонится от своего истинного значения  � EMBED Equation.2  ��� на величину � EMBED Equation.2  ���равна � EMBED Equation.2  ���т.е.
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В силу центральной предельной теоремы случайные величины � EMBED Equation.2  ���и � EMBED Equation.2  ���асимптотически нормальны. Поэтому для больших  � EMBED Equation.2  ��� при установлении зависимости  между � EMBED Equation.2  ���,� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� можно воспользоваться нормальным законом распределения с характеристиками .
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                                 Сравнивая выражения
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                                             запишем
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�Если  � EMBED Equation.2  ���тогда
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Если  � EMBED Equation.2  ���  тогда
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Если значения � EMBED Equation.2  ���  и  � EMBED Equation.2  ��� неизвестны (что как правило бывает на практике) то их значения заменяют на среднестатистические значения � EMBED Equation.2  ��� и� EMBED Equation.2  ��� и выражения определяющие зависимость � EMBED Equation.2  ���,� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� приобретают вид
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� EMBED Equation.2  ������
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Наличие в выражениях среднестатистических характеристик означает, что проверка выполнения неравенства должна проводится в каждом испытании при расчете величин � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ���





 ЗАКЛЮЧЕНИЕ


 


 


Для анализа и моделирования поведения системы необходимо знать 





является ли поведение изучаемой системы случайным.


если при анализе системы имеет место случайное явление, 


   то необходимо определить закон поведения случайной 


   величины и ее характеристики.


Определение характеристик случайной величины необходимо


   проводить с заданной точностью 














Задание на самоподготовку





Изучить лекционный материал.   Уделить внимание  расчету характеристик случайной величины статистическими методами. Особое внимание обратить на точностные показатели статистических характеристик.
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Геометрически вероятность попадания величины � EMBED Equation.2  ��� на участок � EMBED Equation.2  ���равна площади кривой опирающейся на этот участок.
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для непрерывных СВ





для дискретных СВ
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если s=1 то получим начальный момент   первого прядка





для непрерывных СВ





для дискретных СВ
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    Математическое ожидание дискретной случайной величины





    Математическое ожидание непрерывной случайной величины
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для непрерывных СВ





для дискретных СВ
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если s=2 то получим центральный момент   второго прядка





для непрерывных СВ





для дискретных СВ
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                Дисперсия 


 дискретной случайной величины





                     Дисперсия


 непрерывной случайной величины
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Где � EMBED Equation.2  ���
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