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                                                      Учебные  цели 





Ознакомить студентов  с методом статистических испытаний,  способами формирования случайных чисел, научить проверять соответствие получаемой  последовательности чисел выдвинутым гипотезам, дать практические навыки в моделировании случайных чисел с использованием метода статистических испытаний для решения прикладных задач.











                            Учебные  вопросы:








1.   Методы проверки  качества датчиков  псевдослучайных  чисел  


проверка  датчика  на равномерность


проверка  датчика  на  «случайность»  (часть 1)


проверка  датчика  на  «случайность»  (часть 2)


проверка датчика на некоррелированность


определение длины периода и отрезка 


    а периодичности псевдослучайных чисел


Проверка качества псевдослучайных чисел путем


                                                    решения контрольной задачи








Учебное время:  2 часа





Метод проведения:  групповое занятие





�



Организационно-методические  указания





Теоретический  материал по данной теме излагается в курсе «Математические методы исследования операций в военном деле» на лекциях которые знакомят студентов с общей идеей метода, его особенностями как численного метода решения широкого класса задач по оценке эффективности отдельных образцов вооружения и сложных систем при помощи моделирования  случайных величин. Подчеркивается главная особенность метода статистических испытаний - универсальность и необходимость использования ЭВМ, так как процесс моделирования случайных величин весьма трудоемкий процесс. Здесь же  дается понятие о псевдослучайных числах как основного рабочего механизма данного метода. 


Конкретные вопросы, связанные с возможными методами построения датчиков псевдослучайных чисел с равномерным законом распределения и любым заданным законом распределения, а также методы проверки качества датчиков случайных величин отрабатываются на групповых занятиях 


Случайные числа, полученные любым способом, необходимо проверить по ряду важнейших критериев. Обычно для проверки гипотез о законе распределения случайных величин используется критерий согласия � EMBED Equation.2  ���. Поэтому целесообразно вначале занятия поставить перед студентами следующие вопросы


Критерий согласия Пирсона� EMBED Equation.2  ���.


Схема применения критерия.


Разбирая данные вопросы, основное внимание уделяется  практическому применению метода для решения задач согласования гипотез.


Исследования датчика псевдослучайных чисел можно начинать с определения длины периода и длины отрезка а периодичности. Данная задача формулируется для наиболее часто употребляемых способов получения использующих рекуррентное соотношение вида 


                                                � EMBED Equation.2  ���


Обращается внимание на использование величин T и L при решении конкретных задач и на возможные способы увеличения значений данных величин на практике.


Проверку датчиков на случайность можно производить по тестам 


проверка пар нулей и единиц 


проверка комбинаций нулей и единиц


Данные тесты являются основными, однако можно использовать и другие. При этом следует отметить, что все тесты являются статистическими и положительный результат при проверке означает только то, что результат не противоречит гипотезе о случайности.


Проверка датчиков на равномерность  производится путем сравнения статистического и теоретического распределений.


Проверка датчиков на некоррелированность  производится  путем проверки некорелированности вырабатываемых псевдослучайных чисел.






































            


                                          Введение





 На лекции  рассматривались различные способы получения чисел с равномерным законом распределения ( механический,  физический, аналитический ). В лекции также было  показано, что если вероятность появления  0 и 1 в разрядной сетке равна 0.5,  то числа из разрядной сетки  имеют математическое ожидание равным  � EMBED Equation.2  ���  и дисперсию  равной  � EMBED Equation.2  ���,  что соответствует характеристикам равномерно распределенной случайной величины в интервале [0,1]. Воспользуемся  этим свойством для получения чисел  с равномерным законом распределения.




























































































 1.  Методы проверки  качества  датчиков псевдослучайных         


                                                 чисел





        На лекции рассматривался метод проверки  согласованности  теоретического  и  экспериментального распределений  основанном на  критерии  � EMBED Equation.2  ���  


        Применим данный критерий для проверки  качества датчиков вырабатывающих последовательность равномерно распределенных  чисел  в  интервале  [0,1]   








1.1 Проверка датчика  на равномерность





Область определения  нашего  датчика  (отрезок [0,1] )  разбивается  на   n  в общем случае  различных  по длине  интервалов    ( n = 10 - 20) .


�


                   1      2      ........            i             ....       n-1              n 


����������


�             0                                                                                       1





��      Теоретическая  вероятность  попадания  случайной величины   в  каждый  из  n  ,  интервалов  равна       





������                                                           1


�                                                                             


�


�Если  интервалы  одинаковы  то


�


���


                                                                                                           1


  Разыгрывается  N  значений  случайной  величины  и  подсчитываются  � EMBED Equation.2  ���- количество чисел  попавших  в  � EMBED Equation.2  ���-й   интервал  (� EMBED Equation.2  ���-  1, 2, 3, .. n) 








�


2) Вычисляется  выражение  











�3)  Задаемся            - вероятностью  ошибки  первого рода   (вероятностью  того, что верная   гипотеза будет отвергнута )  и  по  таблице  находим   пороговое � EMBED Equation.2  ���


4) Если   � EMBED Equation.2  ��� >  � EMBED Equation.2  ���  то  гипотеза   о  равномерности  нашего  датчика     отвергается























1.2  Проверка  датчика  на  « случайность »  часть 1





Проверка  количества  нулей и единиц  в  разрядах мантиссы  псевдослучайных  чисел





Этапы  решения задачи:





  1)   Выбирается  N  чисел  вырабатываемых  датчиком  равномерного  распределения и представляется  в  двоичном  вид  ( мантисса  числа    k - разрядов )  


�


�                                 1     2     3     4     5   . . . .  .....  i      . . . . . . . . . . .. . . . . . . . .  k


                1               0     0     1     1     0     1     1    1     0     0     1     0     0    1     1       


�


                2               1     0     0     0     1     1     0    1     0     1     1     0     0    1     0





�


                j                0     1     1     0     0     0     1    1     0     1     0     1     0    0     0


                                


�


               N               0     0     1     0     1     0     1    0     0     1     1     1     1    1     1


�                             


                                    � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���  � EMBED Equation.2  ���  . . . . . . ........ .   � EMBED Equation.2  ��� . . . ....... . . . . . . . . . . . . .� EMBED Equation.2  ���


�����





2)   Вычисляется    � EMBED Equation.2  ���   сумма  одноименных разрядов  по   всем  N числам .     Сума � EMBED Equation.2  ���  вычисляется для  всех   k  разрядов.








�


�








3)  Вычисляется  выражение  


                                     � EMBED Equation.2  ���


 Так как   появления  0 и 1  в любом разряде равновероятно  то � EMBED Equation.2  ���и выражение  NP - есть теоретическая  сума одноименных разрядов.





Задаемся   � EMBED Equation.2  ���    вероятностью  ошибки  первого рода   (вероятностью того, что     верная   гипотеза будет отвергнута )   и  по  таблице  находим  пороговое � EMBED Equation.2  ���


�








            


1.3 Проверка  датчика  на  « случайность »  часть 2


Проверка комбинаций нулей  и единиц  в  двоичных разрядах  мантиссы  псевдослучайных чисел





Этапы  решения задачи:


  1)   Выбирается  N  чисел  вырабатываемых  датчиком  равномерного распределения и представляется  в  двоичном  вид ( мантисса  числа    k - разрядов )  





�                                 1     2     3     4     5   . . . .   i      . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  k


                1               0     0     1     1     0     1     1    1     0     0     1     0     0    1     1       


�


                2               1     0     0     0     1     1     0    1     0     1     1     0     0    1     0


�


                j                0     1     1     0     0     0     1    1     0     1     0     1     0    0     0


�                             


               N               0     0     1     0     1     0     1    0     0     1     1     1     1    1     1    


                         


Определяется  теоретическая  вероятность появления  ровно  n   [ n =  0...k ] единиц в мантиссе числа и строится теоретическое распределение  вероятностей


��


�





�











� 


                                            вероятность появления  ровно 0 единиц в мантиссе 


�


�                                            вероятность появления  ровно n единиц в мантиссе    .........


                                            вероятность появления  ровно k единиц в мантиссе 





 где  � EMBED Equation.2  ���есть вероятность появления единицы в любом   разряде мантиссы 


�





�

















Количество чисел имеющих  в мантиссе  n  единиц  можно получить из выражения


�








3)  Определим  реальное количество чисел имеющих в мантиссе  n  единиц   (� EMBED Equation.2  ���)     и составим  таблицу   ( n  изменятся в диапазоне  [n = 0....k ]  )





�  � EMBED Equation.2  ���            количество чисел имеющих в мантиссе  0  единиц





�  � EMBED Equation.2  ���            количество чисел имеющих в мантиссе  n  единиц





�  � EMBED Equation.2  ���            количество чисел имеющих в мантиссе  k  единиц





                  


                        Применяем критерий согласия  Пирсона





�4)  Вычисляется  выражение  � EMBED Equation.2  ���          � EMBED Equation.2  ���











 5)  Задаемся   � EMBED Equation.2  ���    вероятностью  ошибки  первого рода   (вероятностью того, что     верная   гипотеза будет отвергнута )   и  по  таблице  находим  пороговое � EMBED Equation.2  ���


�


  Если   � EMBED Equation.2  ��� >  � EMBED Equation.2  ���  то  гипотеза   случайности  нашего  датчика  отвергается


















































1.4 Проверка некоррелированности последовательности псевдослучайных чисел





Пусть имеется последовательность псевдослучайных чисел











����� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ���.....  � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���


�





�





По совокупности � EMBED Equation.2  ��� псевдослучайных чисел оценивается 





� EMBED Equation.2  ���   где  � EMBED Equation.2  ���





Полученное значение корреляционной функции � EMBED Equation.2  ��� сравнивается с теоретическим значением � EMBED Equation.2  ���для всех � EMBED Equation.2  ���. При больших � EMBED Equation.2  ���можно приближено считать, что отклонение � EMBED Equation.2  ���от � EMBED Equation.2  ��� имеет нормальное распределение. Тогда





             � EMBED Equation.2  ���              � EMBED Equation.2  ���





В соответствии с заданной доверительной вероятностью строится область вида 





                                                  � EMBED Equation.2  ���





Если полученное значение � EMBED Equation.2  ��� окажутся вне этой области, то гипотеза некоррелированности последовательности псевдослучайных чисел отвергается.


При практическом применении указанного правила приведенное неравенство удобно представить в виде





                                                     � EMBED Equation.2  ���





                            � EMBED Equation.2  ��� ;           � EMBED Equation.2  ��� 





В это случае независимо от � EMBED Equation.2  ��� для заданных  � EMBED Equation.2  ���  и  � EMBED Equation.2  ��� рассчитывается значение доверительного интервала � EMBED Equation.2  ���. Считается, что корреляционная связь имеет место для тех � EMBED Equation.2  ���для которых � EMBED Equation.2  ��� или   � EMBED Equation.2  ���.











Пример


�


���


�


�


�
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1.5 Определение длины  периода и отрезка а периодичности            


псевдослучайных  чисел 





Определение  длины периода рассмотрим для случая  когда  очередное псевдослучайное число  есть  функция  одного  предыдущего.


�





Последовательность равномерно распределенных чисел  генерируемых датчиком имеют в общем случае  следующую структуру





���������





�� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���  � EMBED Equation.2  ���.. . � EMBED Equation.2  ���.. . . � EMBED Equation.2  ���  � EMBED Equation.2  ��� .   .     � EMBED Equation.2  ��� . . . . . .  � EMBED Equation.2  ���


��





�� EMBED Equation.2  ���=  � EMBED Equation.2  ���  если  в последовательности  присутствуют два одинаковых числа  то в  силу  условия:                                   возникают повторяющиеся последовательности  чисел  образуя период (Т).





Поэтому последовательность псевдослучайных чисел  � EMBED Equation.2  ���  � EMBED Equation.2  ���  � EMBED Equation.2  ���     является периодически  повторяющейся





Число  L  называется   длиной  отрезка  а периодичности.  Отрезок а периодичности не  содержит одинаковых чисел.


  L =  (� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���. . � EMBED Equation.2  ���. . . . . � EMBED Equation.2  ��� )    все  числа  различные


 


  � EMBED Equation.2  ��� называется длиной периода 





Пример:        Пусть  имеется  последовательность чисел


��                                         � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ���


�


��


��


� EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ���


0.043  0.35    0.8      0.4    0.2     0.6      0.8     0.4      0.2      0.6


������ 


 


                  L = 6                T = L - i +1 = 4














Алгоритм  определения длины периода  и  отрезка  а периодичности





�1. � EMBED Equation.2  ��� = 0�


���2.  Число              последовательно сравнивается  с   числами                      (  � EMBED Equation.2  ��� )


      до их  совпадения.     Если  при заданном  � EMBED Equation.2  ���  не  было  совпадения  чисел           и              


�      для  всех   � EMBED Equation.2  ���   то     





                                            � EMBED Equation.2  ���


��


При  совпадении  числа            с  каким  либо  числом                 определяется   период  последовательности   


                                          T  = � EMBED Equation.2  ���        где  � EMBED Equation.2  ���   значение при  котором  числа  совпали





Далее   формируется  две  последовательности.


�    1-я послед.               � EMBED Equation.2  ���        � EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���        � EMBED Equation.2  ���   


�    2-я послед.               � EMBED Equation.2  ���      � EMBED Equation.2  ���      � EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ��� 





   и  сравниваются соответствующие члены  последовательностей     





���  � EMBED Equation.2  ���с  � EMBED Equation.2  ���;      � EMBED Equation.2  ��� c   � EMBED Equation.2  ���;     � EMBED Equation.2  ���  c  � EMBED Equation.2  ���  и  т.  д.   до совпадения





  каких-либо   � EMBED Equation.2  ��� и   � EMBED Equation.2  ���  Тогда  длина отрезка а периодичности  равна 


                                   � EMBED Equation.2  ���


    где  � EMBED Equation.2  ���   значение при  котором  числа  совпали.





Пример:


 Выполняем пункт 2 алгоритма определения периода (Т).





 � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���


� 0.043   0.35      0.8        0.4        0.2        0.6         0.8        0.4      0.2        0.6


������������ 


�����                                                                                              





 Далее формируем  две последовательности и определяем отрезок              T=� EMBED Equation.2  ���= 4


�а периодичности (L).


0.043   0.35      0.8      0.4      0.2       0.6        0.8       0.4      0.2      0.6


 � EMBED Equation.2  ���      � EMBED Equation.2  ���      =


0.2        0.6      0.8      0.4      0.2       0.6


����


��


�                                                         � EMBED Equation.2  ���











1.6 Проверка качества псевдослучайных чисел путем решения контрольной задачи.





Такая проверка заключается в вычислении методом статистических испытаний какого либо параметра в контрольной задаче, значение которого известно априорно. Если результат вычислений не отклоняется от априорного значения больше чем на теоретически подсчитанную статистическую погрешность, то программа выработки псевдослучайных чисел приемлема.


Рассмотрим в качестве контрольной задачи пример вычисления числа � EMBED Equation.2  ���





При оценке статистической погрешности  используется соотношение
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где  � EMBED Equation.2  ���- частота попадания случайной точки в четверть круга единичного радиуса  при � EMBED Equation.2  ��� 


             бросаниях в единичный квадрат ;  


     � EMBED Equation.2  ��� теоретическая вероятность попадания случайной точки в четверть круга 


             единичного радиуса  при � EMBED Equation.2  ���   бросаниях в единичный квадрат ;  


�    � EMBED Equation.2  ���- с.к.о случайной величины � EMBED Equation.2  ���
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Тогда результат вычислений � EMBED Equation.2  ��� считается удовлетворительным, если
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Пусть при вычислении числа � EMBED Equation.2  ��� произведено � EMBED Equation.2  ���серий испытаний по N  испытаний в каждой серии. В этом случае не менее чем  � EMBED Equation.2  ��� сериях полученное значение � EMBED Equation.2  ���должно укладываться в пределах.
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 i = 1....k





  Если   � EMBED Equation.2  ��� >  � EMBED Equation.2  ���  то  гипотеза   случайности  нашего  датчика  отвергается 
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  ТЕОРИЯ





Вероятность того, что событие произойдет ровно  m раз  из  n вычисляется  из выражения
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  Если  � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 0.5 то  упростим  выражение  для  расчета вероятностей 
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0.31





0.15





N





500





100





  График изменения � EMBED Equation.2  ��� для датчика вида


   � EMBED Equation.2  ���


   � EMBED Equation.2  ��� 


            Датчик не коррелирован








  График изменения � EMBED Equation.2  ��� для датчика вида
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   � EMBED Equation.2  ���


                  Датчик коррелирован
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Есть совпадение !
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Определяем период
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